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摘要: 部分阵的完成问题有着广泛的应用背景, 本文从研究行列式符号的角度出发, 主要讨论了 P阵的完成问题, 指出
三阶的部分位置对称 Toep litz P阵都有相应完成, 给出了四阶 Toeplitz P阵有相应完成的充分条件, 在此基础上给出了
n n部分位置对称 Toep litz P阵有相应完成的一些模式.
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定义 1 一个实方阵 A称为 P 矩阵,如果 A的所
有主子式都是正的. 若所有主子式为非负, 则称为 P0
阵.
定义 2 如果一个矩阵的一部分元素已知, 另一
部分元素未知,则称该矩阵为部分矩阵.如果一个部分
实方阵的已知元所能构成的主子阵都是 P 阵, 则称这
个方阵为部分 P 阵.
一个 n阶方阵的模式是由这个 n阶方阵的一些位












定义 3 Toep litz矩阵是一个T = ( tk, j ) n n的矩阵,
其中 tk, j = tk- j.即
T =
t0 t1 t2 tn- 1
t- 1 t0 t1
t- 2 t- 1 t0
t- ( n- 1) t0
( 1)
本文考虑的是部分 Toep litz P 阵的完成问题, 为
考虑方便,我们把平行于主对角线的元素所在位置也
称为对角线, 分别设为第 i对角线 i = 1, 2, ,
( n - 1) (在 ( 1)中, ti元位于第 i对角线上 ). 显然,
若模式中不包含主对角线, 则相应的部分 Toep litz P
阵一定有 Toepl itz P 阵完成, 因为我们只要取主对角
线上的元素足够大就可以了. 所以, 在接下来的讨论













其中 x, y为未知元, a, b为已知元, 这是一个主对角线
及第 1条对角线已知的模式.取 x = a
2
, y = 0可得到
一个 Toepl itz P 阵完成,或者取 y = - x, x取足够大也
可. 也就是说, 存在正数 M. 当 x > M 时, 完成的





在该模式下,取 x = y = 0即可.







1 a1 x a3
b1 1 a1 x
y b1 1 a1
b3 y b1 1
取 y = - x,显然 2阶主子式都大于零,考虑 A中 4个三
阶主子式以及行列式 A.由三阶的完成知,存在 M 1, 当
x > M 1时,有 detA { 1, 2, 3} = detA { 2, 3, 4} > 0.又
de tA { 1, 3, 4}中,最高次 x
2
的系数为 1, 是一个正数,
所以存在M 2,当 x > M 2时, 有 de tA { 1, 3, 4} > 0. 同
理,由于在 detA {1, 2, 4}最高次 x
2
和 de tA { 1, 2, 3, 4}
中最高次 x
4
的系数均为 1, 所以分别存在M 3, M 4,当 x
> M 3时,有 de tA {1, 2, 4} > 0, 当 x > M 4时, 有 det
A { 1, 2, 3, 4} > 0,由上可得,取M = m ax{M 1, M 2,M 3,
M 4 },当 x > M 时,完成该 Toep litz阵为 P 阵.
( ii) 部分阵为
B =
1 a1 a2 x
b1 1 a1 a2
b2 b1 1 a1
y b2 b1 1
取 y = - x, 显然二阶主子式都大于零, 又有两个三阶
子式是已知的,考虑 A中其余两个三阶主子式以及行
列式 B.与上同,存在 M 1,当 x > M 1时, 有 detA { 1, 2,
4} > 0(最高次 x
2
系数为 1).存在M 2, 当 x > M 2时,有
de tA {1, 3, 4} > 0(最高次 x
2
系数为 1).又 detA { 1, 2,
3, 4}中最高次 x
2
的系数为 1- a1 b1,是 A中子阵 A { 2,
3}的行列式,所以有 1- a1b1 > 0.于是存在M 3, 当 x >
M 3时, 有 de t A { 1, 2, 3, 4} > 0. 综上可得, 取 M =




1 x a2 a3
y 1 x a2
b2 y 1 x
b3 b2 y 1
在条件 a2 + b2 > - 2下有 Toep litz P 阵完成.取 y = -
x,显然 2阶主子式都大于零.考虑 4个三阶主子式和行
列式 C. de tA { 1, 2, 3} = de tA { 2, 3, 4},且最高次 x
2
的
系数为 2 + a2 + b2 > 0.所以存在 M 1, 当 x > M 1时,有
de tA { 1, 2, 3} = det A { 2, 3, 4} > 0. 同样, 由于 det
A { 1, 2, 4}, de tA { 1, 3, 4}, de tA { 1, 2, 3, 4}中 x的最高
次幂的系数为 1, 所以分别存在 M 2,M 3, M 4, 当 x >
m ax{M 2, M 3,M 4 }时,这些行列式为正. 综上可得, 取M
= m ax{M 1, M 2,M 3, M 4 }, 当 x > M 时, 可完成该
Toep litz阵为 P 阵.
2 高阶部分 Toep litz P 阵的完成
引理 1 仅 a1, n, an, 1两元素未知的部分位置对称












其中 a21, a23, b21, b23为列向量, A22为 ( n - 2)阶 P 阵.
取 y = - x,令N = {1, 2, 3, , n},对 N - { n }
进行讨论.
( i) 若 1 , 则 detA { , n}为已知主子式.
( ii) 若 1 , detA { , n}中 x
2
的系数为 detA {
- { n } - {1} },是一已知 P 阵,所以系数为正,于是存
在 M,对任意 N - { n},均有 detA { , n} > 0.
根据 ( i) , ( ii) 知, 当 x > M 时, 所有的主子式为
正,所以有 Toep litz P 阵完成.
由该证明过程知,在非 Toep litz情形下,有:
推论 1 仅两对称元未知的部分 P 阵有 P 阵完
成.
引理 2 仅 a1, n- 1, an- 1, 1, a2, n, an, 2四个元素未知的



















其中 x, y为未知元, * 为已知数值,取 y = - x,令N =
{ 1, 2, 3, , n},讨论 N的情形.
( i) 1, n - 1 ,但 2, n , 也即 A { }中只含未
知元 a1, n- 1, an- 1, 1,不含未知元 a2, n, an, 2.根据推论 1知,
存在M 1,当 x > M 1时, 有 detA { } > 0.
( ii) 2, n ,但 1, n - 1 , 也即 A { }中只含
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未知元 a2, n, an, 2, 不含未知元 a1, n- 1, an- 1, 1. 根据的推论
1知,存在 M 2,当 x > M 2时,有 de tA { } > 0.
( iii) 1, 2, n - 1, n , 此时 A { }为已知主子阵.
( iv) { 1, 2, n - 1, n } ,即 A { }中包含 4个未
知元.令 = - { 1, 2, n - 1, n}.当 = 时, A { }为
四阶中的 ( i)情形, 所以存在 M 3,当 x > M 3时, 有 det
A { } > 0.当 时, detA { }中最高次 x
4
的系数
为 det{ },它是A { 33}的一个主子式,由于是 P 阵,所
以该主子式为正, 于是存在 M 4, 当 x > M 4 时, 有
de t{ } > 0.
取M = max{M 1,M 2, M 3,M 4 }, 则当 x > M时,对任
意 N,有 de t{ } > 0,所以部分阵 ( 3)有 Toep litz P
阵完成.
定理 1 第 - k到第 k条对角线元素已知,其它对
角线元素未知的部分位置对称 T oep litz P 阵有完成.
A =





? bk b1 1
( 4)
证明 根据引理 1, 在A { 1, 2, . . , k+ 2}中可以完
成 ( 1, k + 2), ( k + 2, 1)两未知元, 这样就可以完成第
k + 1和第 - ( k+ 1)条对角线.继续该步骤,就可以得
到该部分阵的 Toepl itz P 阵完成.
推论 已知元位于成等差数列的对角线位置时
的部分位置对称 Toep litz P 阵有 Toep litz P 阵完成.
由于在置换相似下, 该部分阵相似于一对角块结
构与 ( iv)相同, 其它元为未知元的部分阵. 完成对角
块以后把其他元取为零, 得到 P 阵完成. 置换回来后
为 Toep litz P 阵.
定理 2 已知对角线标号非连续时的部分位置对
称 Toep litz P 阵有相应完成.
证明 假设该部分阵为 A, 有第 - ks, - k { s- 1},
- k1, 0, k1, k { s - 1}, ks条对角线是已知的, 且有
k1 < k2 < k3 < < ks, | ki - kj | > 1,第一步,若 k1
> 1,取第 - k1到 k1中所有未知元为 0,则完成了第 -
k1条对角线到第 k1条对角线的未知元,根据引理 1,可
完成第 - ( k1 + 1)和第 k1 + 1条对角线,继续应用引理
1, 可一直完成到第 - k2 - 2到第 k2 - 2条对角线中所
有未知的对角线,再根据引理 2, 可完成第 - k2 - 1和
第 k2 - 1条对角线,则完成了第 - k2到第 k2条对角线;
若 k1 = 1, k2 = 3,根据四级的完成 ( i), 可完成第 2条
对角线,则完成了第 - k2到第 k2条对角线;若 k1 = 1,
k > 3,根据引理 1,可完成第 - k2 - 2到第 k2 - 2条对
角线中所有未知对角线,再根据引理 2, 可完成第 - k2
- 1和第 k2 - 1条对角线,则完成了第 - k2到第 k2条
对角线.第二步,反复利用引理 1和 2,就可得到该部分
Toep litz P 阵的完成.
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Toeplitz P matrix Completion Problem
HE M ing, LU L in zhang
*
( Schoo l o fM athema tica l Sc ience, X iam en Un iversity, X iam en 361005, Ch ina)
Abstract: Fo r a class o f rea lToep litz P ma tr ix, a list o f positions in an n by n m atrix ( a pattern) is sa id to haveToeplitz P m a trix comp le
tion if eve ry partia l T oep litz P m atrix that spec ifies exactly these pos itions can be comp le ted to a Toep litz P m atrix. It w as d iscussed that the
partial pos ition symm e tric Toep litz p m atr ix o f order 3 have co rresponding comp le tion and the partia l position symm etric Toeplitz P m atrix of
o rder 4 have comp letion unde r certa in cond ition. Som e sufficien t cond itions tha t guarantee an n by n pa rtia l po sition symm etricToeplitz P m a
tr ix has com pletion w ere g iven.
Key words: P0 m a trix; partia l pos ition symm e try; T oep litz m atrix; comp le tion
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